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Vorwort

Dieses Skript behandelt zunéchst weitere grundlegende mathematische Ei-
genschaften von Funktionen zweier Variablen und gibt dann eine Einfithrung
in die Integrationstheorie von Funktionen einer Variable. Dabei wird auf den
ersten Teil Mathematik I fiir Okonomen des Skripts systematisch aufgebaut.
Verweise auf diesen ersten Teil sind mit der Ergédnzung I versehen.

Die nachfolgenden Abschnitte beschéaftigen sich dann mit der Matrix-
rechnung und insbesondere mit linearen Gleichungssystemen. Die fiir die
Wirtschaftswissenschaften wichtigen Differenzengleichungen werden absch-
liessend behandelt. Die Beispiele am Ende jeden Abschnitts sollen zum bes-
seren Verstidndnis der mathematischen Inhalte beitragen und basieren auf
fritheren Priifungsaufgaben an der HSG.

Die Grundlage des Skripts bilden unsere langjéhrigen Erfahrungen aus
den gemeinsamen Mathematikkursen an der HSG. An dieser Stelle mdchten
wir uns vor allem bei David Pumberger fiir seine Hilfe und die gute Zusam-
menarbeit bei mathekurse.ch bedanken.
Ziirich, im Februar 2010, Thiemo M. Kessel

Johannes Sauter

Alle Rechte vorbehalten
(© mathekurse.ch, 2010
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1 Extremstellen fiir Funktionen zweier Varia-
blen

Der Begriff der Extremstelle fiir Funktionen einer Variable aus Kapitel I 5
soll auf Funktionen zweier Variablen erweitert werden. Eine Fxtremstelle
(x0,y0) einer Funktion z = f(z,y) besitzt eine horizontale Tangentialebene
im Punkt P = (:vo,yo, f(zo, yo)) und erfiillt somit

0 0
a—i(%,yo) = und 6—5(170,?;0) =0. (1)

Notwendiges Kriterium
Da umgekehrt nicht jede Stelle mit einer horizontalen Tangentialebene eine
Extremstelle ist (Beispiel: f(z,y) = 2? — y? an der Stelle (2o, yo) = (0,0)),

braucht es noch ein zusétzliches Kriterium fiir die Existenz einer solchen.
Fiir ein Mazimum an der Stelle (zg, yo) ndmlich muss gelten

fm('r()vyo) =0 und fy(ilfo, yo) =0
f(x0,90) = Max <= Jrz(Z0,y0) <0 und  fyy(zo,y0) <0 (2)

foa(@o,90) + fyy(z0,y0) — fgy(ilfo,yo) >0,

Hinreichendes Kriterium

und fiir ein Minimum an der Stelle (xg,yo)

fo(20,90) =0 und f,(zo,y0) =0

f(zo,%0) = Min <= fea(To,90) >0 und  fyy(zo,%0) >0  (3)

fzz(x()vy()) : fyy(x()vy()) - szy('r()vyO) >0.

Hinreichendes Kriterium

Der Vergleich mit Kapitel I 5.2 zeigt, dass im Fall von Funktionen zwei-
er Variablen die hinreichenden Kriterien fiir ein Maximum oder Minimum
durch die Bedingung

faz(0,90) + fyy(x0,0) — fiy(x0,90) >0 (4)

erginzt werden miissen. — Hat eine Stelle eine horizontale Tangentialebene
und ist die linke Seite von (4) kleiner als null, so liegt an dieser Stelle ein
Sattelpunkt vor.
Beispiel 1: Extremstellen von

1 1
fl,y) =8ay+———.
r Yy

Partielle Ableitungen

1 2
fm(xvy) = 8y—§7 fmm(‘rvy) = Fa

1 2
fu(xvy) = 81‘—}—?, fyy(xvy) = _Eu

fﬂﬁ!(‘rvy) = fum(l'a/y) = 8.
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Notwendiges Kriterium (1) fiir Extremstelle 2 Extremstellen unter Nebenbedingungen
] 1 fiir Funktionen zweier Variablen
8y — 2 = 0 <= y= S22
1 1 In den Wirtschaftswissenschaften kommt es héufig vor, dass Extremstel-
8z+— = 0 <= o= Erywh len unter sogenannten Nebenbedingungen zu bestimmen sind. Ein Beispiel
4 y dafiir ist die Optimierung der Kosten unter der Nebenbedingung einer vor-
Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste liefert gegebenen Produktion (siche Beispiel 2 unten).
1 1 1 1 Y
= — = = :8 4 < = —, :O f("”wy): 17(.’L‘2+y2) xa :O
v=33 G y y=35:1Y | | pla,y)
(~5p) o
Daraus folgt fiir y = 1/2
1 1 1

T
()
2

Fiir y = 0 ist das dazugehorige x nicht definiert.
Hinreichendes Kriterium (2) fiir Mazimum bei (—1/2,1/2) erfiillt, da

)

Foa(—1/2,1/2) = =16 <0 und  f,,(~1/2,1/2) = —16 <0,

sowie Abbildung 1: Extremstelle (xo, yo) unter der Nebenbedingung ¢(z,y) = 0.
foa(—=1/2,1/2) - fyy(=1/2,1/2) — ffy(—1/2, 1/2) = (-16)* —8*=192>0. Es wird angenommen, dass die beiden Variablen = und y einer Funktion
z = f(x,y) nicht mehr unabhingig voneinander gewihlt werden kénnen,

| sondern durch eine Nebenbedingung miteinander verbunden sind. Diese l&sst





